8.1.5 Rekurentni zadani posloupnosti Il

Predpoklady: 080104

Pedagogicka poznamka: Tato hodina rozhodné neni zasadni z pohledu dalsi latky a je
mozné ji vynechat. V piikladu 4 je mald pravdépodobnost, Ze by nékdo z zakl
piiklad vyftesil naznaCenym postupem. SpiSe je zajimavé, kolik z nich pochopi
pfedvedené postupy dostatecné na to, aby v piikladu 5 pouZili spravny trik a
nalezli feSeni.

Pr.1: Vypocti a,,, a a, +1 pro ndsledujici posloupnosti.
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H Pi.2: Proc se v kazdém bod¢ predchoziho piikladu hodnoty a,,, a a, +1 1i8i? Existuje
posloupnost, pro kterou se obé hodnoty vZdy rovnaji?

- Oba zépisy znamenaji néco zcela jiného:

'+ a,,: ¢len posloupnosti, ktery nasleduje po ¢lenu a, (hodnota ¢lenu a,,, nemus{

: s hodnotou ¢lenu a, u nékterych posloupnosti viibec souviset),

e a, +1: hodnota ¢lenu a, zvétSend o 1.
Pr6 posloupnost, u které se tyto dvé hodnoty rovnaji musi platit a,,, =a, +1 = kazdy ¢len
posloupnosti je o 1 vétsi nez jeho predchiidce = jde o vSechny posloupnosti (n + a)::zl ,kde a

' je libovolné redlné Cislo.



Pr. 3: Je ddna posloupnost (3n —1):’:1 . Vyjadfi ji rekurentné¢.

- Dva moZné postupy:

' Vypsani ¢isel

- VypiSeme si Cleny posloupnosti a zkusime najit rekurentni vztah.
' Posloupnost: 2;5;8;11;14;...

Plati, Ze kazdy Clen je o ti1 v&tsi nez ptedchozi = a, =2;a,,, =a, +3;nN .

n+l

- Uprava vzorce
. Vyjadiime si ¢len a,,, a v ziskaném vyrazu zkusime vyrobit vzorec pro a, :

@, =3(n+1)-1=3n+3-1=3n-1+3=q, +3
=a,+3;nUN

n+l

L= a,=2a

V obou ptipadech musime vzorec ovéfit. Nemtzeme vyzkouset vSechny ¢leny posloupnosti
=

ovefujeme vzorec pro ¢leny a, a a,,,: a,=3n-1, a,,, = 3(n +1) -1.

' Dosadime do rekurentniho vyjadfent: a, =a, +3.

3(n+1)-1=3n-1+3

3n+3-1=3n-1+3 = vzorec plati.

Pi.4: Ovét, Ze posloupnost (3n —1)‘::1 je moZzné zadat rekurentné také takto:

a,=2a,=5a,,=2a,,—a ;nlN.

Dosadime stejné€ jako v pfedchozim piipad¢.

" a,,=3(n+2)-1, a,, =3(n+1)-1, a,=3n~1
3(n+2)-1=2[3(n+1)-1]-(32-1)
3n+6-1=2[3n+3-1]-3n+1
3n+5=2[3n+2]-3n+1

' 3n+5=6n+4-3n+1

' 3n+5=3n+5 = idruhy rekurentni vzorec je spravny = posloupnost miiZe mit vice
. rekurentnich vyjadreni.

Pr.S5: Pro posloupnosti zadané vzorcem pro n-ty ¢len najdi rekurentni vyjadieni.
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PY. 6: Pro ndsledujici rekurentné dané posloupnosti najdi vzorec pro n-ty ¢len.
a) a, =l;a,, =2a,;nUN b) a, =1;a,,, =a,+2;nN.

n+l n+l

. 'V obou ptipadech miizeme ob¢ posloupnosti vypsat a hledat vzorec pifmo z fad.
' Pro jednodussi rekurentné zadané posloupnosti existuje i manudlngjsi postup.

a) a =la,, =2a,;n0N = plati:
I a, =2a,

a, =2a,

a, =2a,
a,,=2a,,

an = 2an—l

. Pfedchozi rovnice vynasobime: a,a,a,...a, a, =2a, 2a, 2a,[1.12a, , 2a,_, .

. Vrovnici vykratime ¢leny a,;a,;...;a,_, (jsou na obou strandch): a, =2[2L1.[2[4,
! _
' (n—1)krét

a,=2""0=2"" = vyjidfeni n-tym clenem (2"')

n=l’

b) a, =La

a

L =a, t2;nJN = plati:
a,=a, +2
a,=a,+2
a,=a;+2
n-1 :an—2+2
an zan—l +2

' Predchozi rovnice seCteme:

o I
je rekurentné déna takto: a, =—;a,,, =a, E—In—;n UnN.
- 2 n+2



L a,*ta,ta,*..+a,_ +a, =2+aq +2+a,+2+a,F..+a,_, +2+a,_ +2.

Od rovnice odeCteme Cleny a,;a,;...;a,_, (jsou na obou strandch): a, =2+2+0L1+2+q,
(n=1)krat

Coa,=2 (n - 1) +a, = mame prakticky hotovo, rozndsobime zavorku a pficteme q, :

@, =2n-2+1=2n-1.

Posloupnost je ddna vzorcem: (2n —1):’:1 .

Pedagogicka poznamka: Predchozi piiklad bod a) samoziejmé pocitim u tabule, nechavam
studenty chvilku pfemyslet nad tim, co udélame s vypsanymi n rovnicemi. K bodu
b) si fikdme, Ze je podobny, ale ne tplné stejny a zkousim studenty chvili nechat,
jestli by je nenapadlo ¢leny posloupnosti misto ndsobeni secist.
V nésledujicim piikladu by se mél uz kazdy rozhodnout sam.

H Pr.7: Pomoci jednoho z postupt pouzitych v ptikladu 4 najdi vzorec pro n-ty ¢len u
posloupnosti, kterd je rekurentn¢ ddna takto: a, =15;a,,, =a, —3;nN .
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' Podobné jako v piedchozich pifpadech vypiSeme &leny posloupnosti:

a,=a, -3
a,=a,=3
a,=a,—3
an—l =an—2 _3
a =a,_ =3

. Pokud chceme Cleny a,,...,a,_, na obou strandch rovnice odstranit, musime rovnice navzajem

n-1

. seCist (pfi vynasobeni by se prava strana neuvétitelné zkomplikovala).
Catayta,tota, ta,=a -3+a,-3+a,-3+...+a,,-3+a,, 3.

Cleny vyskytujici se na obou strandch rovnice odeéteme: a,=a, -3 (n —1) = méime
' prakticky hotovo, roznasobime zdvorku a pfitteme a,:a, =15-3n+3=18-3n.

Posloupnost je dana vzorcem: (18 - 311):’:1 .
Nejznaméjsi rekurentné danou posloupnosti je asi Fibonacciho posloupnost (jeji Cleny pak
byvaji oznacovany jako Fibonacciho ¢isla). Pivodné byla zaddna nasledovné.

Pr. 8: Kdosi umistil par kraliki na ur¢itém misté ze vSech stran ohrazeném zdi, aby poznal,
kolik part kralikii se narodi pribéhem jednoho roku, jestlize u krélikl je tomu tak, Ze
par kralikt ptivede na svét mési¢né€ jeden par a Ze krélici pocinaji rodit ve dvou
m¢ésicich svého véku. S piipady uhynuti se nepocita.

Ur¢i pocet kralikt na konci roku.

. Zkusime nejdifve postupovat tivahou:

konec 1. mésice 2 pary (ptvodni + nové€ narozeny)
konec 2. mésice 3 pary (plivodni + narozeny v prvnim mésici + narozeny
v druhém mésici)
konec 3. mésice 5 pért (3 pary, které Zily na konci pfedchoziho mésice + 2 pary



nové, od pavodniho paru a od paru narozené¢ho v prvnim
mésici)

konec 4. mésice 8 paru (5 parq, které zily na konci predchoziho mésice + 3 pary
nové, od ptvodniho paru a od paru narozeného v prvnim
meésici a paru narozeného ve druhém meésici)

konec 5. mésice 13 part (8 pard, které Zily na konci ptedchoziho mésice + 5
pary nové, od piivodniho paru a od paru narozeného v prvnim
meésici a paru narozeného ve druhém mésici a dvou part
narozenych ve tfetim mésici)

- Zadind se to komplikovat. Podivame se na dosavadni vysledky a zkusime najit jednodussi

' systém pro vypocet:

- po&et parti na konci mésice = pary na konci predchoziho mésice (ty neumfou) + pary nové

- narozené (jejich pocet je stejny jako pocet part v predpiedchozim mésici, protoze viechny

' tyto pary jsou dost staré, aby mohly rodit) = plati: a,,, =a,,, *+a,.

- Piiklad miizeme pojmout jako rekurentné zadanou posloupnost:

- a,=la,=2a,,,=a,, +a,;n0N .

' 1;2;3;5;8;13;21;34;55;89;144;233;377

. Na konci roku bude v ohradé 377 para kralikt.

Pr.9: Petiakova:
strana 66/cvi¢eni 4 a) b) ¢)
strana 66/cvi¢eni 5 a) b) ¢)

Shrnuti:



